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课程概要

• 课程名：复变函数

• 周课时：3

• 授课教师：郭帅

• 参考资料：复变函数简明教程，谭小江.

由于这门课基本是抄书，所以笔记不会以课堂笔记的形式进行. 我会记录一些自己的

在复变上的一些想法，非常可能不完全正确. 参考资料可能也不会局限于某一本书.

个人更加喜欢从几何，拓扑的角度来研究复变（比如很多定理的表述似乎都能有更

多的几何想法在里面）所以可能里面会有一些拓扑，有一些流形（黎曼面）的观点.

1



1 复导数和 RIEMANN 面 2

1 复导数和 Riemann 面

在学习复变的开始我们会遇到复导数
∂

∂z
和

∂

∂z
，它们被形式地记为

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

它们可以“形式地”参与运算，比如说 f(z) = zk 求偏导就是
∂f

∂z
= kzk−1 而

∂f

∂z
=

0. 不过这个定义很奇怪，它当然不应该是一个形式上的东西！我们应当更加正规地

来看它，于是我们顺带引入一些复流形（主要是 Riemann 面）中的概念.

类似实流形，我们应当先在每点 a 处给出切向量（切空间），余切向量（余切空

间）的定义，然后推广到开集 U 上形成且向量场和微分形式. 在实流形中我们有如

下几种定义切向量的方式：

• 几何看法：我们把流形嵌入 Rn 中，每条过 a 的曲线都会在 a 处给出一个落在

N 维空间中的切向量，全体切向量构成切空间. 这是一个 n 维线性空间（n 维

流形维数），它能被可视化在 RN 中.

• 内蕴几何看法：我们可以直接用流形上曲线的等价类来表示切向量，这样就不

需要嵌入在 Rn 中.

• 分析看法：切向量是一种算子，它作用在全体实值函数 C∞(U,R) 上，给出这

个函数沿该切向量的方向导数. 因此在一组局部坐标系下，我们常说
∂

∂xi

构成

了切空间的一组基，它可以作用在函数 f 上给出
∂f

∂xi

.

• 抽象看法：我们把上面的概念抽象化，一个微分算子是映射 D : C∞(U,R) →

R，满足线性性 D(af + bg) = aD(f) + bD(g) 和（在 a 处的）Leibniz 法则

D(fg) = f(a)D(g) +D(f)g(a).

在实情形下我们可以这样证明全体导子都有方向导数给出：

D(f) =
n∑

i=1

D(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
a

.

（这里 D 中的 xi 和偏导中的 xi 都应被视为函数而非单纯的坐标分量.） 对任意线性映射 T，

它都能被写为
∑

aixi 的形式，从而根据线性有

D(T ) =
∑

D(xi)
∂T

∂xi

∣∣∣∣
a

.

但是任何光滑函数都能被近似到线性函数：具体来说，

f(x) = f(a) +

∫ 1

0

df |tx+(1−t)a(x− a) dt = f(a) +
n∑

i=1

(xi − ai)

∫ 1

0

∂f

∂xi

∣∣∣∣
tx+(1−t)a

dt.

所以根据 Leibniz 法则，

Df =
n∑

i=1

D(xi − ai) ·
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

=
n∑

i=1

D(xi)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

.
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回到复值函数的讨论，自然地我们只需把上面定义里 D 的定义域稍作修改，改为

C∞(U,C) → C 就可以了. 新的切空间成为复线性空间，如果选定一组局部坐标卡，

它可被写为

spanC(
∂

∂xi

)1≤i≤n = TaU ⊗ C.

所以我们解释了
∂

∂z
和

∂

∂z
的确是自然定义的算子，并且它们也可以张成整个切空

间. 但是为什么要这样定义呢？从微分（余切空间）的角度来看或许更自然.

在实流形上，余切空间被定义为切空间的对偶空间，或者说 TaU 上的线性函数

构成的空间. 但我们发现余切空间有很好的外外外微微微分分分结构，所以之后有不少讨论都围

绕余切空间展开. 比如说对每个函数 f 都可以定义 df，它在 a 处把切向量 v 打到

Dv(f)，也就是 v 方向上的方向导数. 在一组局部坐标下，坐标函数 xi 的微分给出

了余切空间的一组基 dxi|a. 通过取 f 是 xi 的线性组合可知，全体 df |a 也给出了全

体余切向量.

因此，我们也可以用另一种不涉及到切向量的方法来直接从函数入手定义余切

空间（这时反而切空间被视为其对偶来定义.） 观察到如果两个函数在 a 附近的局部形态

相同那么它们微分给出相同的值. 具体地，如果两个函数在 a 的某个开邻域 W 上等

同，就说它们在 a 附近等价. 定义 a 处的光光光滑滑滑函函函数数数芽芽芽（germ）就是全体光滑函数在 a

处的等价类，记为 Ea，它同样是 U 上的代数. 记

ma = {f ∈ Ea, f(a) = 0}, m2
a = {f ∈ Ea,

∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

= 0, ∀ i}.

那么就可以定义余切空间是芽芽芽函函函数数数的的的等等等价价价类类类 ma/m
2
a. 对每个函数 f，dfa 就定义为

f − f(a) 所在的等价类. 很明显上面两个定义给出的空间是相同的，我们做的只不过

是把全体函数商去那些微分为零的函数. （我目前不知道上面更深的知识，但是确实能够感

受到后一种定义方法已经在往代数方向走了.）我们证明 dxa,dya（把 x, y 看成函数！）仍然是

余切空间的一组基，因为根据光滑函数的 taylor 展开，

f(z) = f(a) +
∂f

∂x
(x− x(a)) +

∂f

∂y
(y − y(a)) + o(z − a).

所以

dfa =
∂f

∂x
dxa +

∂f

∂y
dya.

现在搬到复值函数上. 在一个复数坐标卡上，x, y 这两个函数分别代表它朝实部，虚

部方向的投影. 这时我们发现：z 和 z 是在情形下两个更自然的函数（z 就代表恒等映

射，还有比恒等映射更自然的东西吗？），根据上面的表达式，我们有

dza = dxa + i dya, dza = dxa − i dya.

所以 {dza,dza} 也可以作为余切空间的一组基，可以验证（也可以说定义） 函数 f 在
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z, z 方向的偏导数就是 dfa 在两个分量上的系数.

dfa =
∂f

∂z
dza +

∂f

∂z
dza.

f(z) = f(a) +
∂f

∂z
(z − a) +

∂f

∂z
(z − a) + o(z − a).

这就说明了为什么复导数在应用时看上去是“形式求导”，并且此时明显要比之前用

x, y 分量从形式看上去更自然. （注意：这两个偏导数应当被放在一起讨论，正如在不同坐标

系统下 x 分量对应的坐标函数可以相等，但是
∂

∂x
的意义则不同） 研究它们的意图也就水落

石出：因为对解析函数 f，

f(z) = f(a) +
∂f

∂z
(z − a) + o(z − a) ⇒ dfa =

∂f

∂z
dfz.

此即 Cauchy-Riemann 方程
∂f

∂z
= 0.



2 第一次作业 5

2 第一次作业

Problem 1: 习习习题题题 2-3

证明：(1) 如果 f, f 均解析，那么 f 为常值函数；

(2) 如果 f 解析，且 |f | 为常值函数，则 f 为常值函数.

Proof. (1) 对任意点 z0 ∈ C，

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
, f

′
(z0) = lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

两个极限都存在. 分别取 z = z0 + λ 和 z = z0 + λi（λ ∈ R）得到：

f
′
(z0) = lim

λ→0

f(z0 + λ)− f(z0)

λ
= lim

λ→0

f(z0 + λ)− f(z0)

λ
= f ′(z0);

f
′
(z0) = lim

λ→0

f(z0 + iλ)− f(z0)

iλ
= lim

λ→0

f(x0 + iλ)− f(x0)

−iλ
= −f ′(z0).

从而 f ′(z0) = 0，根据 z0 的任意性 f 为常值函数.

(2) 设 |f | ≡ c，则 im f ⊂ {z ∈ C : |z| = c}. 如果存在一点 z0 使得 f ′(z0) ̸= 0，

则 f 把 z0 的一个开邻域同胚到 f(z0) 的一个开邻域上. 但是 im f 没有内点，矛盾.

从而对任意 z0 均有 f ′(z0) = 0，故 f 为常值函数.

Problem 2: 习习习题题题 2-5

设 f = u + iv 解析，且 f ′ 处处非零. 证明：对任意 c1, c2 ∈ R，曲线（？）

u(x, y) = c1 和 v(x, y) = c2 正交.

Proof. 考虑直线 l1 = {z : Re z = c1} 和 l2 = {z : Im z = c2}，则这两条直线在复平

面上正交. 由于 f 解析且 f ′ 处处非零，因此 f 在每点处都是局部同胚，从而对每个

z，f−1(z) 都是离散集，选定 w ∈ f−1(z)，则一条从 z 出发的道路可被唯一提升为

从 w 出发的一条道路. 所以一条直线的原像是很多条不交的曲线的并.

f−1(l1)∩f−1(l2) = f−1(c1+ ic2)，取出任意 w ∈ f−1(c1+ ic2)，则根据局部同胚

性仅有 u 中一条曲线和 v 中一条曲线在 w 处相交. 根据解析映射的保角性，这两条

曲线的夹角应当和它们像的夹角相同，都是 π/2. 所以这两条曲线正交，证毕.

Problem 3: 习习习题题题 2-6(1)

设 u(x, y) = ax2 + bxy + cy2. 问：u(x, y) 何时是一个解析函数的实部？如果

是，求 v 使得 f = u+ iv 是解析函数.

Proof. 我们需要 u 是一个调和函数，求二阶偏导：

∆u(x, y) = 2a+ 2c = 0.
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所以我们要求 a+ c = 0. 此时对每点 z0 = x0 + iy0 ∈ C，考虑一条从 0 到 z0 的曲线

γ 从 (0, 0) 横向匀速走到 (x0, 0) 再纵向走到 (x0, y0)，定义

v(x0, y0) =

∫
γ

(∂xudy − ∂yudx) =

∫
γ

((2ax+ by) dy − (bx+ 2cy)) dx

=

∫ x0

0

(−bx+ 2c · 0) dx+

∫ y0

0

(2ax0 + by) dy

= −1

2
bx2

0 + 2ax0y0 +
1

2
by20 .

即 v = 1
2
b(y2 − x2) + 2axy 满足 f = u+ iv 是解析函数.

Problem 4: 习习习题题题 2-8

设 f 解析并有连续导函数，且 f ′(z0) ̸= 0，证明：存在 z0 的邻域 U 和 f(z0)

的邻域 V，使得 f : U → V 是双射. 用 C-R 方程证明 f−1 : V → U 也解析.

Proof. 设 f = u+ iv，将 f 视为 R2 → R2 的函数. 根据反函数定理，存在 z0 的邻域

U 和 f(z0) 的邻域 V 使得 f : U → V 是 C1 同胚. 因此局部上反函数存在，根据 f

满足 C-R 方程可知：

Jacz(f) =


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 =


∂u

∂x

∂u

∂y

−∂u

∂y

∂u

∂x

 :=

 a b

−b a

 .

根据 f−1 的 Jacobi 矩阵满足 Jacf(z)(f
−1) ◦ Jacz(f) = id 可知：

Jacf(z)(f
−1) =

 a b

−b a

−1

=
1

a2 + b2

a −b

b a

 .

所以 f−1 也满足 C-R 方程，因此是解析的.

Problem 5: 习习习题题题 2-9

设 f : (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)) 是区域 Ω1 到 Ω2 的 C∞ 同胚. 称 f 是保保保面面面积积积

的，如果对 Ω1 内任意以光滑曲线为边界的有界开集 O，f(O) 和 O 的面积都

相等. （对任意可测集 E 都有 m(f(E)) = m(E)？）证明：如果 f 是保面积的，且

函数 f = u+ iv 解析，则 f(z) = eiθz + c，θ ∈ R, c ∈ C.

Proof. 根据多元微积分中的换元公式可知，对任意区域 Ω，∫
Ω

1 dx dy =

∫
f(Ω)

1 dx dy =

∫
Ω

|det(df)|dx dy.

如果 f 是保面积的，在每点 z 处我们可以取一串开球 B1/n(z)，当 n 足够大时总有

B1/n(z) ⊂ Ω1. 根据 det(df) 的连续性，

lim
n→∞

∫
B1/n(z)

|det(df)|dx dy = |det(df)(z)| ·
∣∣B1/n(z)

∣∣ .
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所以 |det(df)| ≡ 1. 由于 df 是复线性映射，这直接给出 |f ′(z)| = 1 恒成立. 由 f

解析可知 f ′ 解析，根据习题 2-3 结论可知 f ′ 为常值函数，于是存在 θ ∈ R 使得

f ′ ≡ eiθ，这也就是说 (f − eiθz)′ ≡ 0，于是 f − eiθz ≡ c. 证毕.

Problem 6: 习习习题题题 2-14

设 f(z) =
∑+∞

n=0 n
2zn，g(z) =

∑+∞
n=1(n

2 + 1)zn.

(1) 如果 g/f = a0 + a1z + a2z
2 + . . .，求 a0, a1, a2.

(2) 如果 f ◦ g = a0 + a1z + a2z
2 + . . .，求 a0, a1, a2.

Proof. 把 f 移到右侧，解方程：

(z + 4z2 + 9z3)(a0 + a1z + a2z
2) = 2z + 5z2 + 10z3 (mod z4).

即

a0z + (4a0 + a1)z
2 + (9a0 + 4a1 + a2) = 2z + 5z2 + 10z3.

解得 a0 = 2, a1 = −3, a2 = 4.

第二部分：

a0 + a1z + a2z
2 = (2z + 5z2 + 10z3) + 4(2z + 5z2 + 10z3)2 (mod z3)

= 2z + 21z2.

所以 a0 = 0, a1 = 2, a2 = 21.

Problem 7: 习习习题题题 2-15

如果级数
∑∞

n=0 |an| 收敛，证明
∑∞

n=0 an 收敛并且其和与求和顺序无关.

Proof. 只需证明
∑k

n=0 an 是 Cauchy列. 由于
∑k

n=0 |an|是 Cauchy列，因此对任意

ε > 0，存在 N > 0 使得对任意 n > m > N 均有
n∑

i=m

|ai| < ε.

所以 ∣∣∣∣∣
n∑

i=m

ai

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=m

|ai| < ε.

所以
∑∞

n=0 an 收敛.

再证明与求和顺序无关：对任意 ε > 0，设 N 满足
∑∞

n=N |an| < ε. 无论按什

么顺序，总存在一个时刻 N ′ 使得对任意 m > N ′ 均有
∑m

n=0 aσ(n) 包含 a1, . . . , aN，

从而
∞∑

n=0

an −
m∑

n=0

aσ(n)
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中 a1 至 aN 项系数均为零，之后的项系数可能为 1 或 0，所以∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

an −
m∑

n=0

aσ(n)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=N ′

|an| < ε.

所以后者的极限就是
∑∞

n=0 an.

Problem 8: 习习习题题题 2-20

设 f 在 C 上解析，并将上半平面映到上半平面，将实轴映到实轴. 证明在实

轴上 f ′(z) ≥ 0.

Proof. 任选 z ∈ R，首先根据 f 把实轴映到实轴可知

f ′(z) = lim
w→z,q∈R

f(w)− f(z)

w − z
∈ R.

如果 f ′(z) < 0，根据 Re f(z + λi) > 0 对 λ > 0 成立可知

arg
f(z + λi)− f(z)

λi
∈ (−π

2
,
π

2
).

但是 λ → 0 时上式的辐角应当趋向于 f ′(z) 的辐角，即 −π，矛盾.

Problem 9: 习习习题题题 2-22

(1) 设 z1, z2 是单位圆中任意两个互不相等的点，证明存在单位圆到自身的分

式线性变换 L，使得 L(z1) = 0, L(z2) > 0. 问：这样的分式线性变换是否唯

一？

(2) 设 L 是 (1) 中给定的分式线性变换，证明：L−1 将实轴变为和过 z1, z2 并

和单位圆周垂直的圆.

Proof. (1) 我们证明这样的 L 存在：由于 L 保单位圆而分式线性变换都保反演对应

点，我们记一个点 z 关于单位圆的反演对应点为 z∗. 所以要想 L(z1) = 0，只需

L(z∗1) = ∞. 这样只需要关于一个以 z∗1 为圆心而和单位圆正交的圆作反演（这是能

做到的：因为 z∗1 在圆外，以 Oz∗1 为直径作圆和单位圆交于 A,B 两点，以 |z∗1A| 为

半径作圆即可.

此时 z2 仍然在圆内，考虑一个旋转把 z2 送到正实轴上，这样不改变 L(z1) = 0

而使 L(z2) > 0.

再证明变换是唯一的，我们来证明 L(z2) 的位置固定. 这是因为考虑过 z1, z2 的

和单位圆正交的圆与单位圆交点 ξ1, ξ2，那么复交比 (ξ1, ξ2; z1, z2) 在分式线性变换下

不变，并且由于这个圆的像是过 L(z1), L(z2) 和单位圆正交的圆（就是实轴），所以

{L(ξ1), L(ξ2)} = {±1}，

(1,−1; 0, L(z2)) =
1

1− L(z2)
:

−1

−1− L(z2)
=

1 + L(z2)

1− L(z2)
.
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于是 1+L(z2)
1−L(z2)

= (ξ1, ξ2; z1, z2) 或者
1−L(z2)
1+L(z2)

= (ξ1, ξ2; z1, z2)，显然这两个方程的根互

为相反数，负根被舍去，正根就是 L(z2) 的固定值记为 p. 所以 L 是把 z1, z2, z
∗
1 送

到 0, p,∞ 的分式线性变换，这样的变换唯一.

(2) 上面的论述已经说明了.

Problem 10: 习习习题题题 2-27

设给定的四个点 z1, z2, z3, z4 按顺序位于圆周 K 上，证明其交比

(z1, z2; z3, z4) > 0.

Proof. 首先考虑 z1 和 z4 之间不含 z2, z3 的那段弧上一点，以该点为圆心任意半径

作反演，那么得到一条直线，并且 z1, z2, z3, z4 顺次分布. 再通过旋转，平移和翻折

不妨设该直线为实轴并且 zj 从左到右排列在实轴上，整个过程中交比不改变. 此时

z1 − z3, z2 − z3, z1 − z4, z2 − z4 都小于零，于是

(z1, z2; z3, z4) =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

> 0.

Problem 11: 习习习题题题 2-29

设 a1, a2, a3, a4 两两不等，求

f =
√

(z − a1)(z − a2)(z − a3)(z − a4)

单值解析函数存在的最大区域.

Proof. 首先 f 在 a1, a2, a3, a4 处不解析，并且在剩余区域上都是双值函数. 记 Ω =

C \ {a1, a2, a3, a4}，并任取一个基点 ∗. 对任何 z ∈ Ω, w ∈ f(z) 和以 z 为起点

的一条道路 γ，f 把 γ 提升为一条以 w 为起点的道路. 设 γ 的终点为 z′，定义

γ∗ : f(z) → f(z′) 把 w ∈ f(z) 送到 γ 在 w 处提升所得道路的终点. 由于 f(z), f(z′)

都是离散集，因此同伦的道路给出的 γ∗ 是相同的. 从而逆道路 γ−1 给出的 γ−1
∗ 满足

γ∗γ
−1
∗ = γ−1

∗ γ∗ = id，所以 γ∗ 是集合间的双射，由于集合大小为 2，只有两种双射.

如果对任意区域 D 上以 ∗ 为基点的回路 γ : [0, 1] → D 均有 γ∗ = id，那么任取

⋆ ∈ f(∗)，对任意 z ∈ D 考虑一条从 ∗ 到 z 的道路 ϕ，定义 g(z) = ϕ∗(⋆). 不同的路

径 ϕ，ϕ′ 满足 ϕ∗ = ϕ′
∗，否则会导致 ϕ−1

∗ ϕ′
∗ ̸= id，矛盾. 这样 g 就是一个单值解析分

支，反之如果单值解析分支存在也一定要求基点处的回路满足 γ∗ = id（否则 γ∗ 会

把两个元素交换，这是不行的），因此该条件是充要的.

根据同伦不变性，只需考察 π1(Ω, ∗) → Aut(f(∗)) ∼= {±1}，[γ] 7→ [γ∗] 的作用效

果. 根据拓扑学的知识，π1(Ω, ∗) 是有 4 个生成元的自由群，4 个代表元分别为恰好

内部包含某个 zi 的圈（记为 γi），我们具体考虑某个 γi.
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记 fi(z) =
√
z − zi，那么对任意 j ̸= i，γj 零伦，从而 (γj)∗ = id. 但是回路 γi

辐角总变化为 2π，所以 (γi)∗ 会交换集合内的两个点. 由于函数的乘法也是连续的，

将这些终点相乘可以发现 f∗ ̸= id，于是它会交换 f(∗) 中的两个点. 所以 π1(Ω, ∗) 中

每个代表元都被送到 −1，即我们希望区域 Ω 中仅存在同伦于偶数个代表元相加而

得的那些圈. 一种方法是去掉两条分别连接 z1z2 和 z3z4 的不交曲线，这样 γ1γ2 和

γ3γ4 就必须一起出现，从而构成一个最大区域（任意添加一点都不满足要求）.

3 第二次作业

Problem 12: 习习习题题题 3-1

如果 f 是区域 Ω 上的解析函数，γ : t 7→ z(t), t ∈ [0, b] 是 Ω 中一光滑曲线，

f 在 γ 上处处不为零. 令 Γ 是由 t 7→ f(z(t)), t ∈ [0, b] 定义的曲线，证明变元

替换公式 ∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∫
Γ

dω

ω
.

Proof. 把积分拉回到曲线 γ 上：∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∫ b

0

f ′(z(t))

f(z(t))
z′(t) dt,∫

Γ

dω

ω
=

∫ b

0

(f ◦ z)′(t)
f ◦ z(t)

dt =

∫ 1

0

f ′(z(t))

f(z(t))
z′(t) dt.

所以两式相等.

Problem 13: 习习习题题题 3-3

设 γ 是 C 中一光滑曲线，ϕ(z) 是 γ 上的连续函数，利用倒数定义证明：

f(z) =
1

2πi

∫
γ

ϕ(w)

w − z
dw

在 C− γ 上解析.

Proof. 任取 z, z1 ∈ C− γ，

f(z1)− f(z) =
1

2πi

∫
γ

ϕ(w)

w − z1
− ϕ(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫
γ

ϕ(w)(z1 − z)

(w − z1)(w − z)
dw.

由于 C − γ 是开集，因此存在 d > 0 使得 Bd(z) 和 γ 无交，即 |w − z| ≥ d 对任意

w ∈ γ 成立. 所以对任意 z1 满足 |z − z1| < ε < d，均有 z1 /∈ γ，并且积分∣∣∣∣∫
γ

ϕ(w)

(w − z1)(w − z)
dw

∣∣∣∣ ≤ L(γ)

d(d− ε)

有界并且函数一致连续，所以

lim
z1→z

f(z1)− f(z)

z1 − z
= lim

z1→z

1

2πi

∫
γ

ϕ(w)

(w − z1)(w − z)
dw =

1

2πi

∫
γ

ϕ(w)

(w − z)2
dw.
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故复导数存在.

Problem 14: 习习习题题题 3-5

设 f 在区域 Ω 上解析，z0 ∈ Ω. 证明：

(1) f 在 z0 邻域内可展开为 z − z0 的幂级数

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.

(2) 此幂级数的收敛半径大于等于 dist(z0, ∂Ω)，

(3) 如果 f 为 (x0 − r, x0 + r) 上的实函数，在 x0 处展开的 Taylor 级数收敛

于 f，且这一级数的收敛半径 R > r，则对任意 x′ ∈ (x0 − r, x0 + r)，f

在 x′ 处展开的 Taylor 级数收敛于 f .

Proof. (1)取 z0的开邻域 Br(z0)使得 Br(z0) ⊂ Ω，则可通过对 ∂Br(z0)使用 Cauchy

公式证明 f 在 Br(z0) 上可被展开为幂级数 f =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n. 根据幂级数的求

导法则可知

f (m)(z0) =

(
∞∑

n=0

an(z − z0)
n

)(m)

(z0) = m!am.

所以 an = f (n)(z0)/n!.

(2) 在上一问中取 r0 = dist(z0, ∂Ω)，根据最短距离的定义可知确实有 Br0(z0) ⊂

Ω. 所以对任意 r < r0 都有 Br(z0) ⊂ Ω，所以收敛半径大于等于 r. 根据任意性可知

收敛半径大于等于 dist(z0, ∂Ω).

(3) 由于 f 在 x0 处可展开为幂级数
∑∞

n=0 an(x − x0)
n 的形式，并且收敛半径

为 R > r，那么我们可以直接用幂级数的形式来代替 f . f 可延拓为 Br(x0) ⊂ C 上

的幂级数 f =
∑∞

n=0 anz
n. 根据收敛性，f 是 Br(x0) 上的解析函数，所以每点处的

Taylor 级数都收敛于 f . 特别地，f 在 x′ 处展开的 Taylor 级数收敛于 f（因为幂级

数的实导数和复导数相同）.

Problem 15: 习习习题题题 3-6

计算积分： ∫
|z+i|=1

ez

1 + z2
dz,

∫
|z|=1

z dz.

Proof. 第一个函数在 C − {±i} 上都是解析的，f(z) = ez

z−i
在 C − {i} 上是解析的，

因此可使用 Cauchy 型积分得到：∫
|z+i|=1

ez

(z + i)(z − i)
dz =

∫
|z+i|=1

f(z)

z + i
dz = 2πi · f(−i) = −πe−i.
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第二个函数可以考虑 γ : [0, 2π] → C, γ(θ) = eiθ，∫
|z|=1

z dz =

∫ 2π

0

e−iθ · ieiθ dθ = 2πi.

Problem 16: 习习习题题题 3-7

计算：

(1)

∫
|z|=2

dz

z3(z + 3)2
; (2)

∫
|z|=R

dz

(z − a)n(z − b)

Proof. (1) 当 n ̸= −1 时，∫
|z|=2

zn dz =

∫
|z|=2

d(
1

n+ 1
zn+1) = 0.

当 n = −1 时， ∫
|z|=2

z−1 dz =

∫ 2π

0

e−iθieiθ dθ = 2πi.

函数 f(z) = (z + 3)−2 在 B2(0) 上解析，于是可展开为幂级数形式.

(z + 3)−2 = f(0) + f ′(0)z +
f ′′(0)

2
z2 + . . .

计算知 f ′(z) = −2(z+3)−3，f ′′(z) = 6(z+3)−4，所以 f ′′(0) = 6 · 3−4 = 2/27. 因此∫
|z|=2

f(z)

z3
dz =

∫
|z|=2

∞∑
n=0

f (n)(z)

n!
zn−3 dz = 2πi · f

′′(0)

2
=

2πi

27
.

(2)分情况讨论. 如果 a, b都不在圆盘内，则积分结果为 0. 如果 a, b都在圆盘内，那

么由于 f 明显地能延拓到 ∞ 处，并且 f(∞) = 0. 所以在 S2 上曲线 |z| = R 零伦，

因此积分结果也为 0. 如果 a 在圆盘内而 b 在圆盘外，则我们需要考虑 (z − b)−1 在

a 点处的 Taylor 展开的第 n− 1 项系数. 易知

[(z − b)−1](n−1) = (−1)n−1(n− 1)!(z − b)−n.

所以其系数为 (−1)n−1(n− 1)!(a− b)−n/(n− 1)! = (−1)n−1(a− b)−n. 于是积分结果

为 2πi · (−1)n−1(a− b)−n. 当 a 在圆盘外而 b 在圆盘内时，积分直接为 Cauchy 型积

分，结果为 2πi
(b−a)n

.

Problem 17: 习习习题题题 3-8

设 f 在 D0(z0, R) = {z : 0 < |z − z0| < R} 上解析，证明：存在常数 c，使

f(z)− c
z−z0

在 D0(z0, R) 上有原函数.

Proof. 这是因为存在 c 使得∫
∂D(z0,R/2)

c

z − z0
dz = 2cπi =

∫
∂D(z0,R/2)

f(z) dz.
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而 D0(z0, R) 中任意回路都同伦于 n 个圈连接起来所得结果，因此对任意回路 γ 均

有 ∫
γ

f(z)− c

z − z0
dz = 0.

因此从任何一点 z1 ∈ D0(z0, R)出发，为每个 w选定一条从 z1 到 w的道路 γ(z1, w)，

可以给出良定义的函数

F (w) =

∫
γ(z1,w)

f(z)− c

z − z0
dz.

特别地，对任意一个方向，都可以选取一个 γ(z1, w) 使得曲线最终以该方向靠近 w，

所以在任意方向上求导结果都是 f(w) − c
w−z0

，从而 F 给出 f(z) − c
z−z0

的原函

数.

Problem 18: 习习习题题题 3-15

设 f 在区域 Ω 上解析但不是多项式，证明：存在 z0 ∈ Ω，使得对任意 n，均

有 f (n)(z0) ̸= 0.

Proof. 考虑 Pn = {z ∈ Ω : f (n)(z) = 0}. 如果 Pn 不是孤立集，则根据 f (n) 的解

析性，f (n) 在 Ω 上恒为零，所以 f 的更高阶导数也在 Ω 上恒为零. 因此每点处的

Taylor 展开从 f (n)(z) 开始全为零，故每点附近 f 都展现为多项式. 设某个 z 附近有

f = P，则 P 的定义域显然可延拓到整个 C 上，并且仍然是解析函数. 这导致 f 和

P 在一个开集上等同，所以在整个 Ω 上均等同. 这导致 f = P，与题目条件矛盾！

因此 Pn 中无极限点，所以 Pn 为可数集，
⋃∞

n=1 Pn 也为可数集. 但区域 Ω 中含

有不可数个顶点，因此存在 z0 使得 f (n)(z0) ̸= 0 对任意 n 成立.

Problem 19: 习习习题题题 3-18

设 f 在 B1(0) 的邻域上解析，令 γ = f(∂B1(0)). 证明：γ 的弧长 L ≥

2π |f ′(0)|.

Proof. 考虑参数化 ϕ : [0, 2π] → C, θ 7→ eiθ，则 γ = f ◦ ϕ. 因此

L =

∫ 2π

0

|(f ◦ ϕ)′(θ)|dθ =

∫ 2π

0

∣∣f ′(eiθ) · ieiθ
∣∣ dθ =

∫ 2π

0

∣∣f ′(eiθ)
∣∣ dθ.

根据 f 在 B1(0) 邻域上解析可知 f ′ 可展开为幂级数，从而存在解析函数 g 使得对

任意 θ 均有

f ′(eiθ) = f ′(0) + eiθ · g(eiθ).

另一方面，

0 =

∫
S1

g dz =

∫ 2π

0

f(eiθ)ieiθ dθ.
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所以 ∫ 2π

0

∣∣f ′(eiθ)
∣∣ dθ ≥

∣∣∣∣∫ 2π

0

f ′(eiθ) dθ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 2π

0

f ′(0) dθ

∣∣∣∣ = 2π |f ′(0)| .

Problem 20: 习习习题题题 3-19

设 f 将 D(0, 1) 单叶地映为 D，证明：D 的面积 A(D) ≥ π |f ′(0)|2.

Proof. 根据面积公式，

A(D) =

∫
A(D)

1 dx dy =

∫
D

|det df |dx dy =

∫
D

|f ′|2 dx dy

=

∫ 1

0

r

∫ 2π

0

∣∣f ′(reiθ)
∣∣2 dθ dr.

根据上题结论，令 g(z) = (f ′)2(rz)，则∫ 2π

0

∣∣f ′(reiθ)
∣∣2 dθ =

∫ 2π

0

∣∣g(eiθ)∣∣ dθ ≥ 2π |g′(0)| = 2π |f ′(0)|2 .

所以

A(D) ≥
∫ 1

0

r · 2π |f ′(0)|2 dr = π |f ′(0)|2 .

Problem 21: 习习习题题题 3-20

设非常数的函数 f 在 1 < |z| < ∞上解析，且 limz→∞ f(z)存在，记为 f(∞).

证明：

(1) f(∞) =
1

2π

∫ 2π

0

f(Reiθ) dθ，R > 1.（没看懂原题为什么对 |z| = R 求积分.）

(2) 在 z > 1 上最大模原理成立.

Proof. 条件告诉我们 f 可定义在 Riemann 球面 S2（我们就把它等同为 C ∪ {∞}）

中 D(0, 1) 的外部. 定义 ϕ : C ∪ {∞} → C ∪ {∞}, z 7→ 1/z. 则 f ◦ ϕ 是 B(0, 1) → C

的解析函数，则它可进行幂级数展开. 设 f ◦ ϕ(z) = (f ◦ ϕ)(0) + z · g(z)，g 为解析函

数. 则根据 Cauchy 定理，

0 =

∫
|w|=1/R

g(w) dw =

∫ 2π

0

g(eiθ/R)ieiθ dθ

所以

1

2π

∫ 2π

0

f(Reiθ) dθ =
1

2π

∫ 2π

0

(f ◦ ϕ)(e−iθ/R) dθ =
1

2π

∫ 2π

0

(f ◦ ϕ)(0) dθ = f(∞).

由于 f ◦ ϕ 在 B(0, 1) 上最大模原理成立，因此 f ◦ ϕ 在 B(0, 1) 上模长无法取到最大

值，即 f 在 z > 1 时模长无法取到最大值.
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4 第三次作业

Problem 22: 3-22

设 f 在 D(0, 1) 上解析，证明：存在序列 {zn} ⊂ D(0, 1)，使得其同时满足：

(1) lim
n→∞

|zn| = 1；

(2) lim
n→∞

f(zn) 存在.

Proof.

Problem 23: 3-25

证明如果 f 在 C 上解析且 L2，则 f ≡ 0.

Proof. 根据 Cauchy 不等式，平方可积函数一定是可积的. 根据平均值原理，对任意

z ∈ C 均有

|f(z)| ≤ 1

πR2

∫
|w−z|≤R

|f(z)|dx dy ≤ 1

πR2
∥f∥L1

对任意 R > 0 成立，令 R → ∞ 可知 |f(z)| = 0，即 f ≡ 0 成立.

Problem 24: 3-27

设 f 在 D(0, 1) 上解析，Re f(z) ≥ 0, f(0) = a > 0，证明∣∣∣∣f(z)− a

f(z) + a

∣∣∣∣ ≤ |z| , |f ′(0)| ≤ 2a.

若 a = 1，则

1− |z|
1 + |z|

≤ |f(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

.

Proof. 由于 f 在 D(0, 1) 上解析，故它可展开为幂级数形式 f(z) = f(0) + f ′(0)z +

. . .，因此

g(z) =
f(z)− f(0)

z − 0
=

f(z)− a

z

也是解析函数. 又因为 Re f(z) ≥ 0 对任意 z ∈ D(0, 1) 成立，故

f(z) + a ̸= 0, |f(z)− a| ≤ |f(z) + a| , ∀ z ∈ D(0, 1).

后者是因为 f(z) 总是落在复数 a,−a 的垂直平分线的右侧. 从而函数

h(z) =
g(z)

f(z) + a

也是解析函数. 对任意 z ∈ D(0, 1)，选择 |z| < R < 1，则根据最大模原理

|h(z)| ≤ max
|z|=R

|h(z)| ≤ max
|z|=R

1

|z|
=

1

R
.
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令 R → 1 即可得 |h(z)| ≤ 1. 特别地当 z = 0 时 g(0) = f ′(0)，f(0) + a = 2a，所以

上式变为 |f ′(0)/2a| ≤ 1. 特别地令 a = 1，则上式变为

|z| ≥ |f(z)− 1|
|f(z) + 1|

≥ max (1− |f(z)| , |f(z)| − 1)

1 + |f(z)|
.

化简即得结论.

Problem 25: 3-28

如果 f 是从上半平面到自身的解析同胚，证明

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

Proof. C 上的解析同胚

Φ(z) =
1 + iz

z + i

把上半平面同胚到圆盘 D(0, 1). 因此对任意上半平面的解析自同胚 f，ΦfΦ−1 都

是单位圆盘到自身的解析自同胚. 同样地，选取任何一个单位圆盘的解析自同胚 g，

Φ−1gΦ 也一定给出一个上半平面到自身的解析自同胚. 因此 f 一定形如 Φ−1gΦ. 根

据单位圆盘中的结论，对 g = eiθ z−z0
1−z0z

，

f(z) = Φ−1 ◦ g
(
1 + iz

z + i

)
= Φ−1

(
eiθ

(i− z0)z + (1− z0i)

(1− z0i)z + (i− z0)

)
=

(1− z0i)z + (i− z0)− ieiθ[(i− z0)z + (1− z0i)]

eiθ[(i− z0)z + (1− z0i)]− i(1− z0i)z − i(i− z0)
.

令 eiθ/2(1 + iz0) = A，eiθ/2(1− iz0) = B，则上式可写为

f(z) =
Az + iB +Az − iB

iAz +B − iAz +B

=
ReAz + ImB

− ImAz +ReB
.

所以 f 一定可写为 az+b
cz+d

的形式，四个系数都是实数. 另一方面，所有这样的 f 只要

ad − bc ̸= 0 就给出 C 到 C 的解析自同胚. 由于系数都是实数，因此 f 把 R ∪ {∞}

送到 R ∪ {∞}，故只需验证 f 是否把上半平面中一点打到上半平面内. 考虑 z = i，

ai+ b

ci+ d
=

(ai+ b)(−ci+ d)

c2 + d2
=

bd+ ac+ (ad− bc)i

c2 + d2
.

所以 f 把上半平面映到上半平面当且仅当 ad− bc > 0，这就证明了题目结论.
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Problem 26: 3-32

设 f 在圆环 D = {z : 1 < |z| < 2} 上解析，在 D 上连续，如果

max
|z|=1

|f(z)| ≤ 1, max
|z|=2

|f(z)| ≤ 2;

证明

(1) ∀ z ∈ D, |f(z)| ≤ |z|；

(2) 如果 f(z) ̸= eiθz，且在 |z| = 1 上恒有 |f | ≡ 1，在 |z| = 2 上恒有

|f | ≡ 2，则 f 在圆环 {z : 1 < |z| < 2} 上有零点.

Proof. (1) g(z) = f(z)/z 在 D 上解析，在 D 上连续. 根据 D 的紧性设 g 在 z0 处

取到模长最大值，则根据最大模原理 z0 /∈ D. 因此对任意 z ∈ D 均有

|g(z)| ≤ max
w∈∂D

|f(w)|
|w|

.

分 w ∈ {|z| = 1} 和 w ∈ {|z| = 2} 两种情形，都能推出边界上最大值为 1，因此

|f(z)| ≤ |z|.

(2) 如果 g 为常值映射，那么根据它在边界处保模长可知存在 θ 使得 f(z) =

eiθz，矛盾. 下假设 g 在 D 上不是常值映射. 设 g 在 z0 ∈ D 处取模长最小值. 如果

z0 ∈ ∂D，那么 |g(z0)| = 1，那么 g 在 D 上模长恒为 1，这导致 g 是常值映射，矛

盾！

所以 z0 ∈ D. 如果 |g(z0)| ̸= 0，那么根据 g 是开映射它把 z0 的邻域送到 g(z0)

的邻域，一定存在邻域内一个点的模长比 g(z0) 小，矛盾. 所以 g(z0) = 0，这导致

f(z0) = 0，证毕.

Problem 27: 3-34

设 ds =
|dz|

1− |z|2
是圆盘 D(0, 1) 的非欧度量.

(1)证明：对 z1, z2 ∈ D(0, 1)，过 z1, z2 且和圆周 |z| = 1垂直的圆弧是 D(0, 1)

中连结 z1, z2 的最短曲线（测地线）. 问：这样的测地线是否唯一？

(2) 设 l 是 D(0, 1) 中对 ds 给定的一条测地线，P ∈ D(0, 1) 是 l 外任给的一

点，证明过 P 有 D(0, 1) 中无穷多条测地线不与 l 相交.

Proof. (1) 这样的测地线是唯一的. 先考虑 z1 = 0，z2 = r ∈ (0, 1) 的情形. 此时任取

曲线 γ : [0, 1] → D(0, 1)，起点为 z1，终点为 z2，则∫
γ

ds =

∫ 1

0

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dt

≥
∫ 1

0

x′(t)

1− |x(t)|2
dt =

(
1

2
log

1 + x(t)

1− x(t)

) ∣∣∣∣1
0

=
1

2
log

1− z2
1 + z2

.
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等号成立当且仅当 |γ(t)| = |x(t)| 恒成立且 x′(t) ≥ 0 恒成立. 这导致 γ 只能是从 z1

到 z2 的直线段，并且不同的 γ 之间只差一个参数变换. 由于对圆盘内任意两点 z1, z2

都存在一个解析自同胚把 0 打到 z1，把 r 打到 z2，同时把 0, r 之间的测地线打到

z1, z2 之间的测地线. 于是这个解析同胚给出了 0, r 之间测地线和 z1, z2 之间测地线

的一一对应，从而任何 z1, z2 之间的测地线均唯一.

(2) 我们先考虑 P = 0 的情形，此时 l 是欧氏空间中和单位圆正交的一段不过原

点的圆弧，设这个圆圆心为 A，和单位圆一个交点为 B，那么 △ABO 是直角三角

形，因此 O 在 ⊙A 的外侧. 适当旋转可使 ⊙A 完全落在虚轴的左侧. 此时存在 ε 使

得整块区域 |Re z| ≤ ε 和圆弧无交，这块区域中已经可以划出无穷条直径，因此过

O 有无穷多条测地线和 l 不相交.

对一般的 P 使用一个解析自同胚可将 P 映到 0，把 l 映到 l′. 选出无穷个与 l′

不交的测地线，它的原像就是无穷多和 l 不交的过 P 的测地线，证毕.
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